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곡면의곧은선이란?

‘곡면속의직선’은?

자,계량기가있으면당장곡선의길이를계산할수있다.

평면에는서로다른두점이있으면그두점을지나는직선이반드시 1

개존재한다.한가지아이디어는두점사이를잇는곡선들중에서가장

짧은곡선을두점사이의 ‘곡면속의직선’이라고정의하는것이다.
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곡면의곧은선이란?

즉, P와 Q를잇는어떤 α̃에대해서도다음이성립하면 Γ를 P와 Q

사이의직선이라한다.

α의길이 ≤ α̃의길이. (1)

이조건이과연 α를어떻게결정할까?이는극소곡면이어떻게

결정되는가와비슷한과정을따른다.이를자세히알아보자.
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곡면의곧은선이란?

먼저 α가사실은다음과같이주어졌다고하자:

즉,곡면조각이 ~X :U ⊂ R2
→ R3에의해주어졌다고하고 γ를U에

들어가는함수로보자.즉,우리가두점 P와 Q사이의직선이라하는 α

는 ~X ◦ γ의이미지이다.
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곡면의곧은선이란?

곡선의 variation의정의

자,이제 P와 Q를지나는다른직선들을다음과같이나타내자.

곡선 γ : [a, b]→U ⊂ R2의변형1이란,다음성질을만족하는함수 Γ를

말한다.

Γ : [a, b] × (−ε, ε)→U ⊂ R2,

Γ(a, s) = γ(a), Γ(b, s) = γ(b), ∀s ∈ (−ε, ε),

Γ(t, 0) = γ(t), ∀t ∈ [a, b].

1영어로된책에는 variation이라한다.
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곡면의곧은선이란?

Γ의정의역과치역은다음과같이그려진다.
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곡면의곧은선이란?

고정된값 s ∈ (−ε, ε)에대해서 ~X ◦ Γ(·, s)는 P와 Q를잇는곡면상의

곡선이된다.편의상 Γ의성분을 u1(t, s)와 u2(t, s)로나타내자.즉,

Γ(t, s) =
(
u1(t, s),u2(t, s)

)
.

자,이제 (−ε, ε)에정의된함수 l을생각하자:

l : (−ε, ε)→ R, l(s) := ~X ◦ Γ(·, s)의길이.

이함수는 (1)때문에 s = 0에서최소값을가진다.
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곡면의곧은선이란?

미적분에나오는최대,최소의정리에의해서

d
ds

∣∣∣∣
s=0

l(s) = 0. (2)

이방정식은, (1)와는달리 γ를직접적으로결정한다.

이를살펴보자.
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곡면의곧은선이란?

먼저 l(s)가 s에대해어떤식으로표현되는지를살펴보자.이는우리가

알고있는바와같이다음과같이표현된다:

l(s) :=
∫ b

a

√
E(t, s)

(
∂u
∂t

)2
+ 2F(t, s)

∂u
∂t
∂v
∂t

+ G(t, s)
(
∂v
∂t

)2
dt.

여기서 E,F,G, (∂u
∂t )2, (∂v

∂t )2 모두는 t와 s의함수이다. s가한숫자로

고정이되면,이는한곡선Γ(·, s)에대하여우리가생각을하고있다는

말이되고, t가변화하면그곡선을따라서움직이고있다는것이다.
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곡면의곧은선이란?

기호를도입하여식을간편하게써보자.

u1 := u, u2 = v,

g11(u, v) = E(u, v), g12(u, v) = F(u, v) = g21(u, v), g22(u, v) = G(u, v).
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곡면의곧은선이란?

이제 l(s)는다음식과같이주어짐을이해하자2:

l(s) =

∫ b

a

√
gij

(
u1(t, s),u2(t, s)

)∂ui

∂t
∂uj

∂t
dt.

여기서이식이U ⊂ R2에정의된식만이용하고있음에주목하라.

그러므로,

d
ds

∣∣∣∣
s=0

l(s) =

∫ b

a

∂
∂s

∣∣∣
s=0

√
giju̇iu̇j dt

=

∫ b

a

∂
∂s

∣∣∣
s=0giju̇iu̇j

2
√

giju̇iu̇j
∣∣∣
s=0

dt.

2아인쉬타인의약속을이용하였음.
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곡면의곧은선이란?

이때,계산의편의를돕기위하여다음이성립한다고가정하자.√
giju̇iu̇j

∣∣∣∣∣
s=0
≡ 1 ∀t.

(참고 :이식의기하학적의미는무엇인가?)

우리가다루는곡선은재매개화를통해서이런조건을만족하도록

변화할수가있으므로애초에이러한식이성립한다하여도된다.자,

이제
∂
∂s

(
giju̇iu̇j

)
=

(
∂
∂s

gij

)
u̇iu̇j + gij

(
∂
∂s

u̇i
)
u̇j + giju̇i

(
∂
∂s

u̇j
)

그런데, gij가대칭이어서

∂
∂s

gij =

2∑
k=1

∂gij

∂uk

∂uk

∂s
= gij,k

∂uk

∂s
,

giju̇i
(
∂
∂s

u̇j
)

= gij

(
∂
∂s

u̇i
)
u̇j.
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곡면의곧은선이란?

따라서,

∂
∂s

(
giju̇iu̇j

)
= gij,k

∂uk

∂s
u̇iu̇j + 2giju̇j

(
∂
∂s

ui
)

= gij,k
∂uk

∂s
u̇iu̇j +

∂
∂t

[
2giju̇j ∂

∂s
u̇i

]
−
∂
∂t

(
2giju̇j

)
∂
∂s

uj.

따라서,

0 = 2
d
ds

∣∣∣∣
s=0

l(s) =

∫ b

a

[
gij,ku̇iu̇j∂uk

∂s
−
∂
∂t

(
2giju̇j

)
∂
∂s

ui
]

dt

+

∫ b

a

∂
∂t

[
2giju̇j ∂

∂s
ui

]
dt.

이때,두번째항은사실은 0이다.3
3이유를생각해볼것: ui

s(a) = ui
x(b) = 0.
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곡면의곧은선이란?

그러므로 (2)는다음이된다.

0 =

∫ b

a

(
gij,ku̇iu̇j

− 2
∂
∂t

gkju̇j
)
∂
∂s

uk dt

이때, ∂
∂s uk는임의의함수이므로,변분법에의해,이식은다음식을

유도한다.

gij,ku̇iu̇j
− 2

∂
∂t

(
gkju̇j

)
= 0.

[숙제]이식이유도되는과정을설명하여라.
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곡면의곧은선이란?

이를정리하면,

0 = giküi +
1
2

(gik,j + gjk,i − gij,k)u̇iu̇j (3)

자,이때 gmk를다음식에의해정의하자.g11 g12

g21 g22

 :=

g11 g12

g21 g22


−1

.

그러면 (3)는다음식과동치가된다.

0 = üm +
1
2

gmk
(
gik,j + gjk,i − gij,k

)
u̇iu̇j for m = 1, 2. (4)

[숙제] (3)로부터 (4)을유도하여보아라.
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