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현대수학입문 강의록 (3)

< 구면의 기하학 >

구면은 모두 닮은꼴이므로 구면의 이론은 많은 경우에 단위구면만 생각하여 보면 된다. 

1. 구면 위에서 가장 기본이 되는 곡선은 대원이다. 이 대원은 구면 위에서 직선의 역할을 한다. 이

것은 무슨 뜻인가? 가장 간단히 말하면 대원은 구면 위에서만 생각할 때 두 점 사이에서 최단거리

를 주는 곡선이다. 이 말을 자세히 알아보자.

  우선 구면 위에 두 점이 주어졌을 때, 구면 위에서 이 두 점 사이의 거리란 무엇인가? 우리가 거

리를 이야기할 때는 주어진 두 점 가운데 한 점에서 출발하여 다른 점에 도달할 때 걸리는 최단 시

간 또는 (단위속력으로 움직인다고 생각하고) 가장 짧은 길(道;path)의 길이를 말한다. 따라서, 구면 

위에서의 두 점 사이의 거리는 구면 위를 움직여 한 점에서 다른 점으로 가는 길의 길이 가운데 가

장 짧은 것의 길이를 말한다. 

  그러면 위에서 한 말은 구면 위에서 두 점을 잇는 길(곡선) 가운데 두 점 사이의 거리와 같은 길

이를 갖는 것은 대원의 호뿐이라는 뜻이다. 이러한 사실은 어떻게 확인하여 볼 수 있는가? 미적분

을 조금 사용하면 쉽게 보일 수 있다. 우선, 주어진 두 점 사이의 거리는 구면을 회전하여도 변하지 

않으므로 또, 구면을 회전하여도 대원은 계속 대원임에 변함이 없으므로 (질문: 왜 이 사실이 중요

한가?) 구면을 적당히 회전하여 주어진 두 점 가운데 하나가 북극에 위치하고 있다고 하고 이 경우

에 대하여만 확인하여 보아도 충분하다.(스스로 납득할 수 있어야 한다. 그렇지 못할 경우에는 누구

와 이야기하여서라도 자신을 납득시켜야 한다.) 

  미적분을 사용하려면 구면 위에 좌표가 필요하다. 구면 

위의 좌표는 경도와 위도를 사용하는 것이 가장 편리하다. 

오른쪽 그림에서와 같이 단위 구면 위의 북극점을 N이라

고 하고 위도는 북극에서부터 재고, 경도는 한 경선을 고

정한 다음 북극 위에서 내려다볼 때 시계 반대방향으로 

잰다고 하자. 위도는 r  로 나타내고, 경도는 θ 로 나타내기

로 한다. 

  이 구면에서 위도 및 경도 (r0,θ0) 로 나타내어지는 점

을 P라 할 때, 점 N에서 출발하여 점 P에 도달하는 미

분가능한 곡선 c (s ) = (x (s ), y (s ), z (s ))  (s [a, b ] )

를 생각하여 보자. 즉 c(a ) = N , c(b) = P 이다.

  이제 이 곡선의 길이는 다음과 같이 쓸 수 있다.

c의 길이 =
a

b√
x �(s )2 + y�(s )2 + z �(s )2 ds

이제 각 점 c (s )의 위도와 경도를 각각 r(s) , θ(s) 라고 나타내기로 하면 다음 관계가 있다.

x (s ) = sinr(s ) cosθ (s ) ,  y (s ) = sinr (s ) sinθ (s ) ,  z (s ) = cosr(s )  

  이를 써서 피적분함수를 계산하여보면√
(x �)2 + (y�)2 + (z�)2 =

√
(r�)2 + (sin 2r )(θ�)2 r�  

가 성립한다. 따라서
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c의 길이
a

b

r�(s ) ds = r(b ) − r(a ) = 점  P의 위도 = 호 NP의 길이
가 성립하며 이 부등식에서 등호가 성립하는 때는 θ �≡ 0일 때뿐이며 이는 c  가 대원의 호 NP와 

일치할 때이다. 즉 c  의 길이가 가장 짧아질 때는 c의 궤적이 대원일 때뿐임을 알 수 있다.

문제 1.  평면 위에서 극좌표와 위의 방법을 써서 두 점을 잇는 가장 짧은 곡선은 직선임을 보여라.

2. 구면 위의 삼각형이라 하면 서로 다른 세 대원이 이루는 도형을 말한다. 

오른쪽 그림과 같이 세 대원은 구면을 8개의 영역으로 나눈다. 이 8개의 영

역에서 구의 중심에 대하여 마주보는 두 영역끼리는 서로 합동이다. 이 영역 

가운데 하나를 구면삼각형이라 하고, 구면삼각형은 세 각과 세 변을 갖는다. 

  위에서 이미 보아 알 수 있듯이, 구면삼각형의 한 변을 이루는 호의 길이

는 이 호가 구의 중심과 이루는 중심각의 크기와 같다. 일반적으로 구면의 

호의 중심각을 호각이라고 부르며, ∠a, ∠b , 

∠c  와 같이 나타낸다.

  한편 구면삼각형의 한 각의 크기는 이 각을 끼

고 있는 각각의 대원을 품는 두 평면이 이루는 

이면각과 같다. 이 삼각형의 세 꼭지점을 각각 

A, B, C 라고 할 때, 세 각의 크기는 각각 ∠A,

∠B, ∠C  또는 A,  B,  C  로 나타낸다.

  이러한 삼각형에 대하여 평면에서와 같은 여러 법칙을 찾을 수 있다.

  우선 단위구면의 구면삼각형의 넓이는 다음 식을 만족한다.

∠A + ∠B + ∠C = π + (△ABC의 넓이 )

문제 2.  오른쪽 그림과 같은 구면삼각형에 대하여, 다음 그림을 사용하

여 위의 공식을 보여라.

 + +  =  +2
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위도 경도

서울 북위 37.5 동경 127 

호놀룰루 북위 21 서경 158 

3.  한편, 구면삼각형도 사인법칙과 코사인법칙을 가지고 있다. 이들의 공식만 적어보자.

sin a
sin A

= sin b
sin B

= sin c
sinC

  (사인법칙)

cos A =  − cos B   cos C + sin B   sin C   cos a   (각에 대한 코사인 법칙)

cos a = cos b  cos c + sin b   sin c   cos A  (변에 대한 코사인 법칙)

문제 3.  비행기로 서울을 출발하여 호놀룰루에 최단거리로 도착하려면 어느 방향으로 얼마 동안 여

행하여야 하는가? 아래 물음을 따라 구해보자. 지구 위에서 서울과 호놀룰루의 위치는 다음 

자료를 사용한다. 지구 반지름은 6,400km로 한다.

   (1) 서울, 호놀룰루 및 북극을 잇는 구면삼각형을 생각하고, 이 삼각형에서 이미 알고 있는 정

보를 모두 써놓는다.

   (2) 코사인법칙을 써서 서울과 호놀룰루 사이의 거리를 구한다.

   (3) 코사인법칙 또는 사인법칙을 써서 북극과 서울, 서울과 호놀룰루를 잇는 두 변 사이의 각의 

크기를 구한다.

문제 4.  버뮤다 삼각수역은 대서양에서 플로리다의 마이애미(북위 25 46 � , 서경 80  12 � ), 푸에르

토리코의 산 후안(북위 18 29 � , 서경 66 08 � ) 및 버뮤다 제도의 해밀턴(북위 32 18 � , 서경 

64 47 � )을 잇는 삼각형의 수역이다. 이 수역의 넓이를 구하여라.
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부록: 구면삼각형의 변에 대한 코사인 법칙의 증명

정리 [변의 코사인 법칙]  구면삼각형 △ABC 의 꼭지각과 호각 사이에는 다음 관계식이 

성립한다.

cos∠a = cos∠b   cos∠c +  sin∠b   sin∠c   cos∠A.

증명. ∠A = ∠ (A
→

B
→

, A
→

C
→

)이므로

(*) (A
→

B
→

) (A
→

C
→

) = |A
→

B
→||A

→
C
→|  cos∠A

이다. 호각의 정의로부터 

|A
→

B
→| = |A

→||B
→|  sin∠c = R 2sin∠c

|A
→

C
→| = |A

→||C
→|  sin∠b = R 2sin∠b

이 성립한다. 이를 (*)의 우변에 대입하여 정리하면 

(우변) = R 4 sin∠b  sin∠c  cos∠A

가 된다. 한편 

(A
→

B
→

) (C
→

D
→

) = (A
→

C
→

)(B
→

D
→

) − (A
→

D
→

)(B
→

C
→

)

를 써서 좌변을 계산하면

(좌변) = (A
→

A
→

)(B
→

C
→

) − (A
→

C
→

)(B
→

A
→

)

= |A
→|2|B

→||C
→|cos∠a − (|A

→||C
→|  cos∠b )(|B

→||A
→|  cos∠c )

= R 4 (cos∠a −cos∠b   cos∠c )

양변을 R 4 으로 나누고 양변을 정리하면 정리의 공식을 얻는다.


