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선형대수복습

벡터

평면벡터 ~v ∈ R2의크기에대해서생각해보자. ~v의성분이 v1과 v2

라면,즉 ~v = (v1, v2),우리는 ~v의크기를
√
v2

1 + v2
2이라고알고있다.즉,

‖~v‖ =

√
v2

1 + v2
2. (1)

여기서우리가반드시알아야할내용이있다. “(1)은정리가아니라

정의다.”라는사실이다.즉, ~v의크기를 (1)의식으로정의한것이며,

사실은다른식으로도 ‖~v‖를정의할수있다.
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선형대수복습

이를좀더자세히알아보자.다음과같이평면벡터의크기를생각해

보자. R2를사실은 R3의 xy-평면으로생각하자.그런데, ~v ∈ R2의

크기를다음벡터 ~w ∈ R3의크기로생각하자.

~v = (v1, v2)이면, ~w = (v1, v2, v1 + v2).

기하학적으로본다면 ~w는평면 z = x+ y속의벡터로서 xy-평면에

정사영시켰을때 ~v가되는벡터이다.
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선형대수복습

이를공상과학적으로설명하면다음과같다. 2차원평면에사는존재가

2차원벡터의크기를재는데, 3차원존재의입장에서본다면그것은곧

3차원벡터의크기를재고있는것이다.

이렇게길이를재면 3차원존재의입장에서는아무런문제가없다.

그러나 2차원존재의입장에서본다면엉뚱한일이많이생긴다.예를

들면좌표가 (1, 0)인벡터의길이가 1이아니라
√

2가된다.
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선형대수복습

R2의존재가느끼는당혹감은벡터의길이에대해서만이아니라두

벡터간의각도에서도나타난다.예를들어 (1, 0)과 (0, 1)사이의각도를

생각해보자.이는,사실은 (1, 0, 1)과 (0, 1, 1)사이의각도다.이둘의

내적은 1 · 0 + 0 · 1 + 1 · 1 = 1이므로두벡터는수직하지않다.즉, R2의

존재에게 (1, 0)과 (0, 1)은서로수직하지않다.

R2의존재가느끼는당혹감의원인은길이와각도를재는방법이

달라진데있다.이를구체적으로어떻게표현할까?
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선형대수복습

자,길이와각도는사실은내적에의해서주어진다.즉,

‖v‖ =
√
〈~v,~v〉,

∠(~v, ~w) = cos−1

(
〈~v, ~w〉√

〈~v,~v〉
√
〈~w, ~w〉

)
.
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선형대수복습

자,내적이어떻게변했는지살펴보자.원래 R2의존재가생각하는

내적은다음과같다.

〈(v1, v2), (w1,w2)〉 := v1w1 + v2w2.

그러나실제로사용하고있는내적은

〈〈(v1, v2), (w1,w2)〉〉 := v1w1 + v2w2 + (v1 + v2)(w1 +w2).

이때,이두내적중어느것을사용하느냐하는것은우리의

선택사항이다.이것이, “내적은정리가아니라정의다.”는명제의

뜻이다.
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선형대수복습

자,위의예를 R3의내적을이용하여 R2의내적을새롭게정의한예다.

일반적으로는어떻게할까?자,다른내적을어떻게찾을수있나

알아보자.이를위해서내적이만족해야할성질을정리해보자.
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선형대수복습

1 어떤 v ∈ R2에대해서도 〈v, v〉 > 0.

2 〈v, v〉 = 0이면 v = 0.거꾸로, v = 0이면 〈v, v〉 = 0.

3 〈 , 〉는대칭이다.즉, 〈v,w〉 = 〈w, v〉.
4 〈 , 〉는각변수에대해선형이다.

자,이네가지성질을염두에두면 〈 , 〉에대해다음이얻어진다.
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선형대수복습

~v = (v1, v2), ~w = (w1,w2)라면

〈v,w〉 = 〈v1~e1 + v2~e2,w1~e1 +w2~e2〉

= v1w1〈~e1,~e1〉+ v1w2〈~e1,~e2〉+ v2w1〈~e2,~e1〉+ v2w2〈~e2,~e2〉

=
(
v1 v2

)(〈~e1,~e1〉 〈~e1,~e2〉
〈~e2,~e1〉 〈~e2,~e2〉

)(
w1

w2

)
.

(2)

이를보면 〈~ei,~ej〉만결정되면내적이결정됨을알수있다.
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선형대수복습

자,이때 〈~ei,~ej〉가만족해야하는성질은무엇인가? (1), (2)에서

〈~e1,~e1〉 > 0, 〈~e2,~e2〉 > 0, (3)에서 〈~e1,~e2〉 = 〈~e2,~e1〉.마지막으로 (1), (2)

에서

〈~e1,~e1〉〈~e2,~e2〉− 〈~e1,~e2〉〈~e2,~e1〉 > 0. (3)

거꾸로 〈~ei,~ej〉가이성질들을만족시키면 (2)로정의되는 〈 , 〉는 (1)∼(4)

를만족시킴을쉽게알수있다.

김영욱(ÑñÁ)강의 (Ø�'x!) 미분기하 II 2007년 12 / 23



선형대수복습

숙제

1 (3)을증명하여라.
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선형대수복습

자,위의논법에서는 ~e1 = (1, 0), ~e2 = (0, 1)이라는 R2의기저를

사용하였는데, R2의다른기저를사용하면어떻게될까?이는기저가

뚜렷하게주어지지안는벡터공간을생각할때필요하다.예를들어

평면 z = x+ y는분명히 2차원벡터평면이지만무엇이

표준기저인지는분명하지않다.
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선형대수복습

~f1, ~f2가 R2의기저라고하자.그러면임의의벡터는 ~f1,과 ~f2의

선형결합으로나타내어진다.이때, ~α = α1~f1 + α2~f2, ~β = β1~f1 + β2~f2

라고하면

〈~α, ~β〉 =
(
α1 α2

)(〈~e1,~e1〉 〈~e1,~e2〉
〈~e2,~e1〉 〈~e2,~e2〉

)(
β1

β2

)
. (4)

이렇게내적이표시된다.
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선형대수복습

그런데,이식의좌변은 ~α, ~β그자체로표현이되는반면,우변은 ~α, ~β의

성분으로표현이된다.우변을 ~α, ~β의성분이아닌 ~α, ~β그자체로

표현하기를원하는데그러러면어찌하면좋을까?이는궁극적으로

양변에서 ~α와 ~β를지워버리고 〈 , 〉의식을표현하기위한것이다.
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선형대수복습

이를위해서, 1-형식이라는것을도입하자.앞에서 ~f1, ~f2라는기저를

고정했는데,이때 R2에서 R로가는함수 ~f∗1 , ~f∗2를다음과같이정의하자.

f∗i (fj) = δij.

여기서 δij는 Kronecker델타이다.즉, δii = 1, i 6= j이면 δij = 0이다.

이러면, f∗i (α) = αi, f∗j (β) = βj가된다.
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선형대수복습

따라서 (4)를다음과같이쓸수있다.

〈~α, ~β〉 =
(
f∗1(α) f∗2(α)

)(〈~e1,~e1〉 〈~e1,~e2〉
〈~e2,~e1〉 〈~e2,~e2〉

)(
f∗1(β)

f∗2(β)

)
.

이때여기서 ~α, ~β를지워버리고다음과같이쓰자.

〈 , 〉 =
(
f∗1 f∗2

)(〈~e1,~e1〉 〈~e1,~e2〉
〈~e2,~e1〉 〈~e2,~e2〉

)(
f∗1

f∗2

)
.
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선형대수복습

즉, 1-형식을사용하면내적을좀더치밀하게표현할수있는것이다.

그러나,여기에만족하지말고이를더전개시켜보도록하자.부록에서

정의된, 1-형식들사이의텐서곱을이용하면

〈 , 〉 = 〈f1, f1〉f∗1 ⊗ f∗1 + 〈f1, f2〉f∗1 ⊗ f∗2 + 〈f2, f1〉f∗2 ⊗ f∗1 + 〈f2, f2〉f∗2 ⊗ f∗2 .
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선형대수복습

미분기하를하는데왜갑자기선형대수를?당연히이유가있다.그

이유를알기위해서는우리가하는기하학에벡터와 1-형식이어떻게

연관되는지알아야한다.
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선형대수복습

곡면론복습

자,곡면에어떻게벡터가연관이돼있는가?물론 “접벡터”가있다.

자이접벡터를 U의접벡터로는어찌볼것인가?
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선형대수복습

곡면론복습
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선형대수복습

모든벡터 vp는어떤곡선 α : (−ε, ε)→ S ⊂ E3 의속도벡터다.이때

어떤 γ : (−ε, ε)→ U ⊂ R2 가있어서 ~X ◦ ~γ = ~α다.이때 ~γ ′(0)하고

α ′(0) = vp를대응시킨다.이러면 S의모든접벡터를 U의벡터로바꿀

수있다.이때, E2의벡터를바라볼때원점은신경쓰지않았지만,우리

경우에는벡터의시작점이다르면두벡터는완전히다르다.따라서,

곡면의점,점마다벡터공간이하나씩매달려있다할수있다.이를

통틀어벡터다발(vector bundle)이라한다.
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