
선형대수 핵심개요 — 김영욱(고려대학교)

미분기하를 공부할 때는 선형대수는 다 잘 안다고 가정하고 시작한다. 그러나 이것은, 옛날

내게 화학을 가르쳐 주셨던 어느 선생님 말씀처럼 “꿈이요 이상일뿐 현실이 아니다.” 현실의

학생들(대학시절의 나를 포함해서)은 선형대수를 열심히 공부하지만 막상 사용하려고 하면

어떻게 할지를 모르고 “선형대수에서 어떠어떠하니까. . . ” 하는 설명을 들으면 뭔가 그런거

같지만 정확하게는 잘 모르겠는 경우가 많다. 적어도 미분기하에서는 이것만 알면 된다 하는

식의 정리가 필요하다. 마치 흔해빠진 고등학교 참고서의 핵심공식과 같이 외워둘 거리가 필

요하다.

다음 몇 가지는 이러한 요점만 정리한 것이다. 이 말들이 무슨말인지를 알아내면 선형대수

를 잊어버리는 일은 일어나지 않는다고 본다. 그리고 실제에서도 잘 활용할 수 있다. 참고로

이것이 선형대수의 전부는 절대 아니다. 그러나 적어도 일상 수학에서 활용하는 선형대수의

90퍼센트는 될 것이다.

우선 선형변환, 벡터공간의 벡터 등은 A, x 등으로 나타내고 행렬과 열벡터는 A, x 등으로

나타내기로 한다. 다음에서 나타나는 기호들을 볼 때 행렬이나 벡터를 기호 하나로 쓰더라도

이것이 나타내는 행렬의 모양과 벡터의 모양을 상상하면서 사용하는 습관을 들인다.

(1) 선형대수를 공부하기 전에 행렬의 계산법을 잘 익혀야 한다: 이 부분은 매우 중요하며

많은 학생들이 이미 이 부분은 잘 하고 있다.

(2) 선형대수에 들어오면 벡터공간과 선형변환에 대하여 공부하는 것이다

(3) 벡터공간은 Rn 또는 R3 만 생각하여도 된다.

(4) 선형변환은 행렬을 벡터에 곱하는 것이고 선형(범)함수는 한 상수벡터와 내적하는 것

이다.(상수벡터의 transpose를 곱하는 것이다.)

(5) 선형대수의 목표는 단 두 가지이다. 하나는 다변수 1차함수의 이론을 공부하는 것이

고, 또 하나는 다변수 2차함수의 이론을 공부하는 것이다.

(6) 1차함수를 공부할 때 필요한 내용은 좌표를 (선형변환으로) 바꿀 때, 즉, basis를 바꿀

때, 1차함수를 나타내는 행렬이 어찌 바뀌는가를 이해하는 것이다.

답은 A가 P−1AP 와 같이 바뀐다는 것이다. (따라서 similar matrix가 중요하다.) 이

계산을 꼭 구체적으로 해 보고, 이 계산을 외울 수 있는 방법을 찾아서 외운다.

(7) 2차함수를 공부할 때 필요한 내용도 좌표를 바꿀 때 표현이 어떻게 변하는가이다. 그

러나 다음과 같이 조금 복잡하다.

(a) 우선 2차식을 어떻게 선형변환(행렬)을 써서 나타내는가?

〈Ax, x〉 = xT Ax

여기서 행렬 A는 대칭행렬로 잡을 수 있고 꼭 이렇게 잡아야 한다.(이유는 아래

에)

(b) 좌표를 바꾸어서 x = Py가 되도록 했다고 하면, 이 똑같은 2차식은 다음과 같이

계산된다.

xT Ax = yT PT APy
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따라서 새 좌표에 대해서 쓴 2차식의 계수행렬은 PT AP이다.

(8) 2차식을 공부하는데 가장 중요한 계산법은 eigenvalue와 eigenvector이다. (이것은 1차

함수에서는 조금 덜 중요하다.) 예를 하나 보면 잘 이해하게 된다. 간단히 하느라고 2

변수 예를 들지만 사실은 n변수인 경우를 상상해야 왜 이렇게 어려운 방법을 쓰는지

를 알게 된다.

(a) (문제) 원 u2 + v2 = xTx = 1에서 2차식 au2 +2 buv+ cv2 = xT Ax의 최대최소값을

구하여라.

(b) 이 문제를 풀기 위하여 우리는 적절히 좌표변환을 해서 이 이차식의 mixed term(uv

항)이 나타나지 않도록 바꾼다. 이 말은 이차식의 계수행렬이 어떤 꼴이라는 말

인가? (답은 대각행렬이라는 뜻이다.)

(c) 이 때 조건식이 변치 않으려면 좌표변환을 직교행렬 P로 해야 한다. 그 결과 문

제는 다음과 같이 변한다.

(문제)′ 원 u′2 + v′2 = yTy = xTx = 1에서 2차식 λu′2 + µv′2 = yT PT APy의 최대

최소값을 구하여라.

이 문제는 풀기 쉽다. (답을 구하여 보아라.)

(d) 이렇게 변형하기 위하여는 다음과 같이 되어야 한다.

PT AP = (대각행렬)

그런데 우리가 P가 직교행렬이라고 가정했으므로 PT = P−1 이다. 따라서

P−1AP = (대각행렬), 즉, AP = P(대각행렬)

이면 된다. 이 마지막 식을 써 보면 P의 열벡터가 A의 (서로 수직이고 단위벡터

인) eigenvector이고, 대각행렬의 대각선의 entry가 A의 eigenvalue라는 뜻이다.

(e) 이것이 항상 가능한가? 그렇다. 대칭행렬은 항상 실수 eigenvalue를 가지고 이 때

eigenvector로 basis를 만들 수 있다. 즉, 위의 invertible P를 항상 찾을 수 있다.

(f) 위에서 어떻게 모든 조건(대각, 대칭, 직교, transpose, inverse 등)이 교묘하게 맞

아들어가는지를 보아야 한다.


