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곡선의이론

.
곡선의기본재료..

......

...1 Regular curve: α′ ̸= 0.

...2 Arclength parameter s.

...3 α, T, N, B, κ, τ .

.Frenet-Serret정리..

......

T′ = κN

N′ =− κT + τB

B′ = − τN

즉,

TN
B

′

=

 κ
−κ τ

−τ

TN
B
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.parameter t에대한몇가지공식..

......

...1 T = α̇
/
|α̇|,

...2 B = α̇× α̈
/
|α̇× α̈|,

...3 N = B× T,

...4 κ = |α̇× α̈|
/
|α̇|3,

...5 τ = α̇ · (α̈× ...
α)

/
|α̇× α̈|2.
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.
중요한결과들..

......

구면위의곡선.

일반나선 general helix.
베르트랑의곡선쌍 Bertrand curves.
신개선과축폐선 involutes and evolutes.
평면곡선의회전수rotation index와그린정리.
등주부등식 isoperimetric inequality.
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곡면의이론

.
곡면의기본재료..

......

...1 Regular곡면 x(u1, u2) = x(u, v),
그위의곡선 γγγ(t) = x

(
γ1(t), γ2(t)

)
...2 접벡터의 basis x1, x2 (편미분),곡면법선벡터 n,
...3 1st F. F., 2nd F. F.과그계수들 gij(= E, F,G), gij, Lij(= l,m, n),
...4 법곡률 normal curvature κn,
측지곡률 geodesic curvature κg

...5 크리스토펠기호 Γl
ij
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.
곡면의기본공식..

......

...1 xij = Lijn+ Γk
ijxk (가우스공식),

...2 Γl
ij =

1
2gkl(gik,j + gjk,i − gij,k

),
...3 κn = Lijγ̇iγ̇j,
...4 κgu =

(
γ̈k + Γk

ijγ̇
iγ̇j)xk (u는 intrinsic normal),

...5 (extrinsic) κn = Ṫ · n,
κg = Ṫ · u = n · T× Ṫ = κ n · B,

...6 ni = Lk
i xk = Lijgjkxk,

...7 Riljk := Γl
ik,j − Γl

ij,k + Γ
p
ikΓ

l
pj − Γ

p
ijΓ

l
pk = LikLl

j − LijLl
k (가우스

방정식)
...8 Lij,k − Lik,j = Γl

ikLlj − Γl
ijLlk (코다찌방정식)



. . . . . .

. . .
곡선의이론

. . .
곡면의이론

. . .
평행벡터장

.
측지좌표계

. .
선직면

. . . .
평행벡터장

. . . .
가우스–보네

.
중요한결과들..

......

회전면의기하

법선벡터의 (구면)image와가우스곡률의관계
극소곡면: Helicoid, Catenoid,
상수평균곡률곡면: 구면, 주기적인예 (unduloid등),
점근방향, 켤레방향의기하 (asymptotic, conjugate
directions)
선직면(ruled surfaces),가전면developable surfaces
배꼽점 (umbilic point)
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평행인벡터장

.

......

곡선 α(t) = x(α1(t), α2(t))를따라서정의된벡터장 P = Xixi가
평행이란 P′의접벡터성분이 0이라는뜻이다. 이를방정식으로
쓰면다음과같다:

(Xk)′ + Γk
ijXi(αj)′ = 0 (k = 1, 2).

.
측지선의방정식..

......

곡선 α(t) = x(α1(t), α2(t))이측지선이될조건을방정식으로쓰면
다음과같다:

(αk)′′ + Γk
ij(α

i)′(αj)′ = 0 (k = 1, 2).
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평행벡터장의경우

.

......
다음두곡면의경우동일한평행벡터장을갖는다.
(Millman, Parker 119쪽)
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구면의평행벡터장과영역의넓이

넓이 2θ 넓이 θ



. . . . . .

. . .
곡선의이론

. . .
곡면의이론

. . .
평행벡터장

.
측지좌표계

. .
선직면

. . . .
평행벡터장

. . . .
가우스–보네

차례

...1 곡선의이론

...2 곡면의이론

...3 평행벡터장

...4 측지좌표계

...5 선직면

...6 평행벡터장

...7 가우스–보네



. . . . . .

. . .
곡선의이론

. . .
곡면의이론

. . .
평행벡터장

.
측지좌표계

. .
선직면

. . . .
평행벡터장

. . . .
가우스–보네

측지좌표계

일반적측지좌표계 y(u1,u2), 계량:
[
1

G

]
=

[
1

h2
]

.
크리스토펠기호..

......

Γ2
12 = Γ2

21 =
G1

2G =
h1
h
,

Γ1
22 = −G1

2
= −h1h,

Γ2
22 =

G2

2G =
h2
h
.

이밖의크리스토펠기호는모두 0값을갖는다.
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선직면
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.
선직면의구성..

......

...1 곡선 α(s)를따라서정의: u(s) = n(s)× α′(s)(Intrinsic
Normal).

...2 α에서접하는선직면: x(r, s) = α(s)− ru(s).

...3 α′ = T, u, n: Darboux Frame.

...4 κg = α′′ · u = −α′ · u′

...5 x1 = u, x2 = α′ − ru′.

...6 E = 1, F = 0,
G = 1− 2rα′ · u′ + r2∥u′∥2 = 1 + 2rκg + r2∥u′∥2.

...7 α′′ = T′ = κg u+ κn n.
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평행벡터장

.
평행인벡터장..

......

α를따라평행인벡터장 P = Xixi = Yiyi.
...1 선직면의크리스토펠기호 (α를따라서):
Γ2
12 = Γ2

21 = κg, Γ1
22 = −κg.

...2 (x에대하여)

(X1)′ + κgX2 = 0, (X2)′ − κgX1 = 0

...3 (y에대하여)

(Y1)′ + Γ1
22Y2(α2

y)
′ = 0 즉, (Y1)′ − h1hY2(α2

y)
′ = 0
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.
벡터장사이의각..
......ϕ = ∠(y1, P), θ = ∠(P, α′), ψ = ∠(y1, α′) = ϕ+ θ

ϕ와 ψ는제대로계산할수있다. θ는?
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.
벡터장사이의각: θ′..

......

...1 P = X1x1 + X2x2 = − sin θx1 + cos θx2.

...2 X1 = − sin θ

...3 −θ′ sin θ = (X2)′ = κgX1 = −κg sin θ

...4 θ′ = κg.
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.
벡터장사이의각: ϕ′..

......

...1 P = Y1y1 + Y2y2 = cosϕy1 + sinϕJy1 = cosϕy1 + sinϕ

h y2.
...2 Y1 = cosϕ, Y2 = (sinϕ)/h.
...3 −ϕ′ sinϕ = (Y1)′ = h1hY2(α2

y)
′ = h1h sinϕ

h (α2
y)

′ =

h1 sinϕ(α2
y)

′

...4 ϕ′ = −h1(α2
y)

′
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가우스-보네 1

.

......

∫
경계

dϕ =

∫
경계

ϕ′ ds

= −
∫
경계

h1(α2
y)

′ds

= −
∫
경계

h1 du2

= −
∫
경계

h11 du1 du2 =

∫∫
K dA



. . . . . .

. . .
곡선의이론

. . .
곡면의이론

. . .
평행벡터장

.
측지좌표계

. .
선직면

. . . .
평행벡터장

. . . .
가우스–보네

가우스–보네 2

.

......

∫
경계

dψ + (외각의합) = 2π
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가우스–보네 3

.

......

2π =

∫
경계

dψ + (외각의합)

=

∫
경계

dϕ+

∫
경계

dθ + (외각의합)

=

∫∫
K dA +

∫
경계

κg ds + (외각의합)
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가우스–보네 4

.

......

∫∫
K dA =

∑
i

∫∫
△i

K dA

=
∑

(2π −
∑
△i

[외각])

=
∑

(2π −
∑
△i

[π −내각])

=
∑

i
2π −

∑
i,△i

π +
∑
i,△i

[내각]

= 2π(f − e + v) = 2πχ.

(측지삼각형을사용함.)
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