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Fractal차원의실제

차원의도형의특징이다.

1 선형공간의차원은선형적성질이다.즉,선형동형(isomorphic)인

공간에서 basis를잡으면그원소의개수가같다.

2 덮개차원은도형의위상적성질이다.즉,위상적으로같은도형은

덮개차원이같다.

3 하우스도르프차원은도형의기하학적성질이다.즉,거리적으로

동형인도형의하우스도르프차원은같다.
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Fractal차원

앞에서본것처럼어떤도형은자연수가아닌수를차원으로가지는것

같다.

이렇게도형의 (하우스도르프)차원이자연수가아닌경우이도형을

Fractal도형이라고부른다.그리고이차원은 Fractal차원이라고

부른다.

도형의복잡도(복잡한정도)를 Fractal차원으로잴수있다.
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하우스도르프차원의활용

자연에나타나는현상이서로다름을이야기할수있는도구로

하우스도르프(Fractal)차원을사용하면좋다.

즉,자연현상의 Fractal차원을계산할수있으면두현상이직관적으로

다르다고이야기하는것보다, Fractal차원이서로다르므로다르다고

이야기할수있다.

[질문]주어진 data의 Fractal차원을계산할수있는가?
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Fractal차원의근사값 1

규칙적이아니면자연현상의하우스도르프차원은절대로잴수가

없다. (왜그런가?)

규칙적이아닌자연현상의 data를가지고이의하우스도르프차원을

근사적으로유추해볼수있다.

어떻게?
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Fractal차원의근사값 2

주어진자연현상 S가하우스도르프차원을가진다면충분히작은 δ > 0

에대하여 Hα,δ(S)는 Hα와비슷한값을가질것이다.

특히 Hα,d(S)를계산할때,덮개로사용하는구의지름을모두같은

크기인 d로사용하면사용되는구의개수 N(d)는대략다음식을

만족시킨다.

Hα(S) ≈ Hα,d(S) ≈ N(d) × dα

우리는 α도모르고, α를안다고하여도이차원에서부피인 Hα(S)를알

수없다.

그러면어떻게 α를알아낼수있는가?
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α를알아내는법

우리가찾는것은 α의근사값이다.따라서서로다른 di에대하여몇번

개수 N(di)를세어보면다음과같은식을얻는다.

Hα(S) = µ ≈ N(d1) × dα1 ≈ N(d2) × dα2 ≈ · · ·

이식을다시써보면
N(di)
µ
≈ dαi
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여기다 log를붙여보면

log N(di) − logµ ≈ (log di)α

이다.이제우리가작은 di에대하여다섯번을세어보아다섯개의 data

N(d1), · · · ,N(d5)를얻었다고하면우리는위와같은 5개의방정식을

만족시키는실수 α를찾고자한다.

이러한 over-determined system (방정식의개수가미지수의개수보다

많은연립방정식)은수학적인해를가지지않는다.그러나가장잘맞는

최적해(best solution, optimal solution)를찾을수있다.

어떻게?
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최적해를찾는법

이것은통계학의대표적이론이며일반적으로회귀분석이라고하는

방법의쉬운경우이다.우리는주어진값에가장잘맞는 1차함수를

찾으려고한다.이 1차함수의변수는 log d이고값은 log N(d) − logµ

이다.

우리의문제는 logµ를모른다는것이지만장점은이 1차함수의기울기

α만을원한다는것이다.

따라서 logµ대신 0이라고놓아도기울기 α에변동은없다.
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최적해를찾는법
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우리가해보려고하는것

다음과같은것을실제로해야한다.

1 적절한자연현상을하나정한다:해안선,강,나무,그밖에 fractal

현상이나타나보이는자연현상.

2 자기가정한자연현상의사진등의자료를구한다.

3 자연현상에서적절한 di를정하고이에해당하는 N(di)를센다:

적절한세는방법을고안한다.될수있으면컴퓨터를활용한다.

4 얻은 data에서 α를유추한다:직접행렬을사용하여계산하여도

되지만, Mathematica는좋은함수를가지고있다.무슨함수인가?
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다른예들

꼭기하학적예가아니더라도적절한변수 x에대하여이러한 x가

나타나는빈도(frequency) f를보면, x의크기와 1/f α가비례하는경우를

많이볼수있다.

특히 α = 1인경우에이런데이터를 1/f Noise라고하고,많은

자연현상에서찾아볼수있다.예를들면우리가듣는많은음악이 1/f

Noise이다.
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